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第 2 期 医薬安全性研究会  基礎セミナー 
◇ 日時：2012 年 10 月 27 日 （土） 10:00～12:00 
◇ 場所：日本科学技術連盟、1 号館、3 階 講堂 
協賛：サイエンティスト社 

 
 
 
＊ じっくり勉強すれば身につく統計入門 （10:00～12:00） 1 
   2 値データにおける用量反応データの解析 
      ロジスティック回帰（前半） 
                                      橘田 久美子 
                                      （シミックバイオリサーチセンター） 3 
     ロジスティック回帰（後半） 
                                      杉本 典子 19 
 
 
  「じっくり勉強すれば身につく統計解析」を副題としたシリーズ全 3 巻がサイエンティスト

社から刊行されました．タイトルは「医薬品開発のための統計解析，第 1 部 基礎，第 2 部 実
験計画法，第 3 部 非線形モデル」です．また，「じっくり勉強すれば身につく統計～ Excel，
JMP による基礎から応用統計解析実務者コース」（SAS（株）JMP ジャパン事業部主催，年

12 回）のテキストとして使用されています．この本を題材として，第 1 回目「基本統計量と

データの比較」，「第 2 回目：回帰モデル」，第 3 回目：「共分散分析」，第 4 回目：「多重比較」，

と基礎セミナーを開催してきました．第 5 回目は，「ロジスティック回帰」です．取り上げる

テーマは，2 値データにおける用量反応の最尤法による解析です．じっくりと勉強して身に付

けたいと思われる方々の参加をお待ちしています． 
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201２年 1０月２７日 じっくり勉強すれば身につく統計入門 第 5 回 

 

 

ロジスティック回帰（前半） 
橘田 久美子（シミックバイオリサーチセンター） 

 

  「じっくり勉強すれば身につく統計入門」の発表も 5 回目となりました．今回は『医薬品

開発のための統計解析，第 3 部 非線形モデル』（グリーン本）から，4.1 章 4.2 章の 2 値デー

タに対する「ロジスティック回帰分析」を主題に取り上げます．前半は「ロジスティック回帰

分析」を理解するための準備として，計量値を用いて「Emax モデルとロジスティック曲線（1.4
節）」2 値データを用いて「2 項分布 （3.1 章 3.2 章）」について紹介し，後半では「ロジステ

ィック回帰分析」を解説します．取り上げるデータは，薬剤を約 1.3 の公比で 6 段階に変化さ

せ (= 6 群) 各群 10 匹の動物 (n=10) に投与し，副作用の見られた動物の数 f についての用量

反応関係のデータです． 

 

ロジスティック回帰（後半） 
杉本 典子 

 
  2 値データに対するシグモイド曲線をあてはめたい．計量値に対するシグモイド曲線のあて

はめには，非線形最小 2 乗が使われているのですが，2 値データの反応は，0 から 1 の出現率

となり，「最尤法」を使う必要があるます．え！ 最尤法？ それは何ですか？ と思われる人に，

丁寧に，Excel を用いて，じっくりと解説します．実は，私（杉本）もこの勉強会で解説する

ことになり猛勉強したのですが，難解で混沌とした状態でした．グリーン本の著者から丁寧な

添削，個別指導を受け，ようやく説明できるようになりました．2 値データにロジスティック

曲線（シグモイド曲線）をあてはめるための最尤法の統計的な考え方について，新たに作成し

た多くのグラフ表示を通し，基本的な考え方を丁寧に解説します．  
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じっくり勉強すれば身につく

統計解析入門 (前半)

ロジスティック回帰分析

株式会社シミックバイオリサーチセンター
橘田久美子
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はじめに
「じっくり勉強すれば身につく統計入門」の発
表も 4 回目となりました．今回は

『医薬品開発のための統計解析
第3部 非線形モデル』(グリーン本)

から，4.1 章 4.2 章の 2値データに対する

「ロジスティック回帰分析」を主題に取り上げ
ます．

前半は「ロジスティック回帰分析」を理解する
ための準備として，計量値を用いて
「Emaxモデルとロジスティック曲線 (1.4章)」

2値データを用いて「2項分布 (3.1 章 3.2 章)」
について紹介し，

後半では「ロジスティック回帰分析」を解説し
ます．

参照するファイルのダウンロード先はサイエンティスト社の HPから

http://www.scientist-press.com/12_293.html
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今回の内容

(1) 本日の課題

(2) ロジスティック曲線

(3) 線形と非線形

(4) ロジスティック曲線のあてはめ

(5) 誤差の構造を考える

(6) 二項分布

(7) 確率と尤度

(8) 最尤法

(9) まとめ

4

(1) 本日の課題
薬剤を約1.3の公比で 6 段階に変化させ (= 6群) 各群10匹の動物 (n=10) に
投与した．副作用の見られた動物の数 f を数えたところ，表示1のような
結果が得られた ．

投与量
(mg/kg)

副作用
f

投与数
n

副作用発生率
f / n

1.0 0 10 0.00
1.3 2 10 0.20
1.8 5 10 0.50
2.4 8 10 0.80
3.3 9 10 0.90
4.5 10 10 1.00

表示1   副作用の発生比率

p

dose

横軸に投与量 (対数変換)，縦軸に副作用の
発生率 (p= f/n) を取ってグラフを描いた．

(グリーン本 p.221, 表4.2.1)
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投与量 (dose) と副作用発生率 p の関係

は直線関係ではなく，投与量が小さいと
ころと大きいところでは変化が緩やかだ
が，中間の投与量では変化が大きいよう
に見える．

dose f n f / n
1.0 0 10 0.00
1.3 2 10 0.20
1.8 5 10 0.50
2.4 8 10 0.80
3.3 9 10 0.90
4.5 10 10 1.00

表示1   副作用の発生比率

まず①について，薬理実験のデータ
(xも y も通常の量的変数で S字型の変化
を示す) からS字曲線について考える．

p

dose
① x と y の関係は S 字型をしている．

② y 軸は割合なので，変化する範囲が
0～1に限られている．

(グリーン本 p.136, 表3.1.6)
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(2) ロジスティック曲線
摘出腸管 (平滑筋) に各濃度のヒスタミン (x) を投与し腸管の収縮量 (y) を測定した．

ヒスタミン濃度は公比√10で等比的に変化させた．

表示2  ヒスタミンの用量と平滑筋の収縮量

x y
0.0100 1
0.0316 3
0.1000 5
0.3162 23

1.00 66
3.16 113

10.00 158
31.62 171

100.00 171
316.23 165

ヒスタミン

(グリーン本 p.47, 表1.4.3)
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S字曲線は薬理学の分野で，薬剤投与量とその結果 (反応量，結合量，反応速度な
ど) の関係を表すさまざまな式が適用分野により示されている．それぞれに名前が

付けられていて，異なる記号が用いられている．

・・・Emax理論

・・・受容体結合実験

・・・酵素反応速度論

・・・Michaelis - Menten

Michaelis – Mentenの式は酵素反応速度論
の式の h=1 とした時の式

これらの式の
・左辺 (xによる反応) を y
・右辺の用量 (投与量や濃度) を x
・3つのパラメータを

ymax (最大反応量)
x50 (最大反応の50%を示す時の x)

b (係数) 

で表すと，全て以下の式で表すことが
できる．

8

ymax=10，x50=5，b=0.5，1，2の場合のグラフは

ymax ymax

x50
x50

bはx50の時の傾きを示している．

x軸を対数で表示

(グリーン本 p.44, 表1.4.1)表示3  Emaxモデルに従うデータとグラフ
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分子分母を xb で割ると

x の肩に乗っている b 乗を違う形で表すために指数で表すと

ロジスティック曲線の一般式は

係数 a を −bX50 に置き換えると

薬理学的なモデルに当てはまるS字曲線 (シグ
モイド曲線) のデータはロジスティック曲線

として解析できる．

X X50

10

という式をロジスティック回帰の一般式と記憶されている方が多い，と思
います．

SAS や JMP その他の統計パッケージを利用して解析する場合には

この形の式でないと対応できない場合があるそうです
が，本質的に同じものを表しています．

統計家の方には，ymaxൌ1で表した

今回は実務家になじみがあり，以降の説明が容易な

この式を基本の式として説明に使用します．

7
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① y = b0 + b1x
② y = b0 + b1x +b2 x2  

③ y = 50 +b1(x-b2)
④ y = b0 xb1

= 50 + 10x
= 40 + 10x - 0.2x2  

= 50 +10(x-4)
= 10 x0.8

直線関係
曲線関係
直線関係
曲線関係

直線関係・曲線関係
⇒ x に注目

式の説明変数が x だけ → 直線
x2 や x0.8 がある→ 曲線

表示 4 4つのモデルのグラフ

(3) 線形と非線形

(グリーン本 p.4, 表1.1.1)

直線関係か曲線関係か， は散布図を

描き回帰直線を引くことで，容易に
判別できる．
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① y = b0 + b1x
② y = b0 + b1x +b2 x2  

③ y = 50 +b1(x-b2)
④ y = b0 xb1

= 50 + 10x
= 40 + 10x - 0.2x2  

= 50 +10(x-4)
= 10 x0.8

直線関係
曲線関係
直線関係
曲線関係

線形関係・非線形関係
⇒ パラメータに注目
モデル式が
パラメータに関して線形式 →線形

パラメータに関して線形式で表せない
→非線形

線形関係
線形関係
非線形関係
非線形関係

パラメータ = 係数
b0, b1, b2 ・・・bn

表示 4 4つのモデルのグラフ (グリーン本 p.4, 表1.1.1)

このモデル式は線形ではない (非線形) 
ので，通常の回帰分析では解けない．
⇒これを解く方法が非線形最小二乗法で
ある．
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ロジスティック曲線の
一般式は

表示2  ヒスタミンの用量と平滑筋の収縮量

パラメータ (ymax・x50・b) のセルを準備し，yhat (yの予測値，ロジスティック曲線
の式で計算される，グラフの赤線) の行に式を入力，観測値 と予測値の差
e (=yhat - y) 及び e の二乗和 S を準備する．

x y yhat e (=yhat-y)
0.0100 1 1.40 0.40
0.0316 3 4.36 1.36
0.1000 5 13.08 8.08
0.3162 23 35.46 12.46

1.00 66 77.27 11.27
3.16 113 123.24 10.24

10.00 158 151.79 -6.21
31.62 171 163.78 -7.22

100.00 171 167.98 -3.02
316.23 165 169.36 4.36

ymax 170.0
x50 1.200

b 1.000
S 573.00

(4) ロジスティック曲線のあてはめ
(グリーン本 p.47, 表1.4.3, 改変)
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表示2  ヒスタミンの用量と平滑筋の収縮量

グラフを確認し観測値 y(○) と yhat (赤線) が重なるようにパラメータを入力する．

x y yhat e (=yhat-y)
0.0100 1 1.40 0.40
0.0316 3 4.36 1.36
0.1000 5 13.08 8.08
0.3162 23 35.46 12.46

1.00 66 77.27 11.27
3.16 113 123.24 10.24

10.00 158 151.79 -6.21
31.62 171 163.78 -7.22

100.00 171 167.98 -3.02
316.23 165 169.36 4.36

ymax 170.0
x50 1.200

b 1.000
S 573.00

(グリーン本 p.47, 表1.4.3, 改変)
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表示2  ヒスタミンの用量と平滑筋の収縮量

x y yhat e (=yhat-y)
0.0100 1 0.46 -0.54
0.0316 3 1.75 -1.25
0.1000 5 6.54 1.54
0.3162 23 22.63 -0.37

1.00 66 63.18 -2.82
3.16 113 118.55 5.55

10.00 158 153.66 -4.34
31.62 171 166.52 -4.48

100.00 171 170.23 -0.77
316.23 165 171.23 6.23

ymax 171.6
x50 1.588

b 1.168
S 121.39

(グリーン本 p.47, 表1.4.3)

Excel のメニューからソルバーを呼び出し,
・目的セルの設定 ；Sのセル
・目標値 ；最小値
・変数セルの変更 ；パラメータの

セル
を指定して [解決] ボタンをクリックする．
e (観測値 y と理論値 yhat の差) の2乗和を最

小にするようなパラメータが求められる．

ソルバーはパラメータを試行錯誤で変化させて S の小さくするという逐次

計算の反復で解を求める，という機能を持っている．

16

(5) 誤差の構造を考える
表示2  ヒスタミンの用量と平滑筋の収縮量

x y yhat
0.0100 1 0.46
0.0316 3 1.75
0.1000 5 6.54
0.3162 23 22.63

1.00 66 63.18
3.16 113 118.55

10.00 158 153.66
31.62 171 166.52

100.00 171 170.23
316.23 165 171.23

dose f n f / n
1.0 0 10 0.00
1.3 2 10 0.20
1.8 5 10 0.50
2.4 8 10 0.80
3.3 9 10 0.90
4.5 10 10 1.00

表示1   副作用の発生比率

表示2 の観測値 y (ヒスタミン実験のデータ) は

この式で示される値に誤差が加わったと考えられる．

その誤差は正規分布に従う．

一方，表示1 では観測値 は割合 p=f/n であった．

割合 p の誤差は 2項分布という分布になる．

2項分布とはどのような分布なのか？

② y 軸は割合なので，変化する
範囲が 0～1に限られている．

(グリーン本 p.47, 表1.4.3)

(グリーン本 p.221, 表4.2.1)
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(6) 二項分布
サイコロを投げて1か6が出たら勝ち，というゲームを行った．
勝つ確率 (π) は 1/3 である．

サイコロを 3 回 (n) 投げたときに 1 か 6 が出る回数 (f) と確率 (pf )を考える．

勝ちを1，負けを 0 とすると 3 回の結果は以下のどれかに該当する．

表示5   n=3，π=1/3 のときの f の確率

組合せ
番号

1回目 2回目 3回目
勝ち回数

(f) 組合せ数

(1) 0 0 0 0 1
(2) 1 0 0 1
(3) 0 1 0 1 3
(4) 0 0 1 1
(5) 1 1 0 2
(6) 1 0 1 2 3
(7) 0 1 1 2
(8) 1 1 1 3 1

計 8

(グリーン本 p.136, 表3.1.6)

サイコロを1回投げた時に
『1』となる確率は π=1/3，『0』となる確率は π= 2/3

18

表示5   n=3，π=1/3 のときの f の確率

組合せ
番号

1回目 2回目 3回目
勝ち回数

(f) 組合せ数 確率 (pf )

(1) 0 0 0 0 1 1×(2/3)^3=8/27
(2) 1 0 0 1
(3) 0 1 0 1 3 3×(1/3)(2/3)^2=12/27
(4) 0 0 1 1
(5) 1 1 0 2
(6) 1 0 1 2 3 3×(1/3)^2(2/3)=6/27
(7) 0 1 1 2
(8) 1 1 1 3 1 1×(1/3)^3=1/27

計 8 27/27

(グリーン本 p.136, 表3.1.6)

(1) 3回とも『0』となる (f=0) 確率は p0=(2/3)^3 

(2)(3)(4) 1回『1』となる (f=1) 確率は (1/3)(2/3)^2，
こうなる組合せは3通りあるので，p1=3×(1/3)(2/3)^2

(5)(6)(7) 2回『1』となる (f=2) 確率は(1/3)^2(2/3)，
こうなる組合せは3通りあるので，p2=3×(1/3)^2(2/3)

(8) 3回とも『1』となる (f=3) 確率は p3= (1/3)^3 

11
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pf =nCf πf (1-π)n-f

確率 pf を計算する Excel 関数として『BINOMDIST』が準備されている．

= BINOMDIST (f, n, π, オプション)

FALSE : f となる確率
TRUE : f 以下の累積確率 (f の確率を含む)

表示6   2項分布の確率

勝つ確率 π = 0.5 のゲームを10回 (n=10)行ったところ 1回しか勝てなかった
( f=1 ) ．

このようなことが起きる確率は 0.0098 となる．

2項分布の確率 pf を計算する 一般式は

f n π 確率
0 3 0.3333 0.2963
1 3 0.3333 0.4444
1 10 0.5 0.0098
8 10 0.5 0.0439

(グリーン本 p.138, 表3.1.7)

20

表示7   n=10，π=0.3の場合の f=0～10の確率

f n π 確率
0 10 0.3 0.0282
1 10 0.3 0.1211
2 10 0.3 0.2335
3 10 0.3 0.2668
4 10 0.3 0.2001
5 10 0.3 0.1029
6 10 0.3 0.0368
7 10 0.3 0.0090
8 10 0.3 0.0014
9 10 0.3 0.0001
10 10 0.3 0.0000

正規分布や F分布は連続する値なので滑らかな線で表すことができた．

しかし，f  の値は整数値しかとらないので分布は棒 (本来的にはグラフよ
り幅のない縦線)で表すのが適切である．

(グリーン本 p.139, 表3.1.8)
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表示8   n，πによる2項分布の変化

n=20

π=0.5 (青表示) のときは左右対称だが，π が0.5より小さくなると右に裾
を引く非対称な分布になる (f は負の値を取れない)．

π が 0.5 より大きくなると左に裾を引く分布となる．

確
率

(グリーン本 p.141, 表3.1.10)

n=20に固定し確率 π=0.1, 0.3, 0.5と
変化させた (棒グラフで表すべきだ

が判りにくいので折れ線グラフで表
示した)．

22

(7) 確率と尤度

表示9   2項分布の確率と尤度

前頁までで，ある事象が起こる確率が π で n回 (下表では n=10 )の試行を行った
ときに f がある値を取る確率がどのように変化するか，を確認した．

では，π によって f の分布はどのように変化するだろうか．

π の値を 0.05 刻みに変化させて確率を計算して表に示した．

n= 10

f .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50 .55 .60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .95
0 .60 .35 .20 .11 .06 .03 .01 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
1 .32 .39 .35 .27 .19 .12 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
2 .07 .19 .28 .30 .28 .23 .18 .12 .08 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
3 .01 .06 .13 .20 .25 .27 .25 .21 .17 .12 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00
4 .00 .01 .04 .09 .15 .20 .24 .25 .24 .21 .16 .11 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00
5 .00 .00 .01 .03 .06 .10 .15 .20 .23 .25 .23 .20 .15 .10 .06 .03 .01 .00 .00
6 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .11 .16 .21 .24 .25 .24 .20 .15 .09 .04 .01 .00
7 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .12 .17 .21 .25 .27 .25 .20 .13 .06 .01
8 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .08 .12 .18 .23 .28 .30 .28 .19 .07
9 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .12 .19 .27 .35 .39 .32

10 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .01 .03 .06 .11 .20 .35 .60

π

(グリーン本 p.145, 表3.1.14)
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表示9   2項分布の確率と尤度

この表の π =0.30 の列を縦に見ると p.20 の表示7 と同じグラフが得られる．

n= 10

f .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50 .55 .60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .95
0 .60 .35 .20 .11 .06 .03 .01 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
1 .32 .39 .35 .27 .19 .12 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
2 .07 .19 .28 .30 .28 .23 .18 .12 .08 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
3 .01 .06 .13 .20 .25 .27 .25 .21 .17 .12 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00
4 .00 .01 .04 .09 .15 .20 .24 .25 .24 .21 .16 .11 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00
5 .00 .00 .01 .03 .06 .10 .15 .20 .23 .25 .23 .20 .15 .10 .06 .03 .01 .00 .00
6 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .11 .16 .21 .24 .25 .24 .20 .15 .09 .04 .01 .00
7 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .12 .17 .21 .25 .27 .25 .20 .13 .06 .01
8 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .08 .12 .18 .23 .28 .30 .28 .19 .07
9 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .12 .19 .27 .35 .39 .32

10 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .01 .03 .06 .11 .20 .35 .60

π

確
率

(グリーン本 p.145, 表3.1.14)

π
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表示9   2項分布の確率と尤度

n= 10

f .05 .10 .15 .20 .25 .30 .35 .40 .45 .50 .55 .60 .65 .70 .75 .80 .85 .90 .95
0 .60 .35 .20 .11 .06 .03 .01 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
1 .32 .39 .35 .27 .19 .12 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
2 .07 .19 .28 .30 .28 .23 .18 .12 .08 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00
3 .01 .06 .13 .20 .25 .27 .25 .21 .17 .12 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00 .00 .00
4 .00 .01 .04 .09 .15 .20 .24 .25 .24 .21 .16 .11 .07 .04 .02 .01 .00 .00 .00
5 .00 .00 .01 .03 .06 .10 .15 .20 .23 .25 .23 .20 .15 .10 .06 .03 .01 .00 .00
6 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .11 .16 .21 .24 .25 .24 .20 .15 .09 .04 .01 .00
7 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .12 .17 .21 .25 .27 .25 .20 .13 .06 .01
8 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .08 .12 .18 .23 .28 .30 .28 .19 .07
9 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .02 .04 .07 .12 .19 .27 .35 .39 .32

10 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .01 .01 .03 .06 .11 .20 .35 .60

π

n=10匹の動物に薬剤を投与したとこ
ろ f=3匹 の動物に副作用が発生した．

副作用が生じる真の確率 π が 0.35 
の時に f=3 が得られる確率は 0.25 で
あることが表からわかる．
同様に，真の確率 π が 0.5 の確率は
0.12 である．

(グリーン本 p.145, 表3.1.14)

π

f = 3

14
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表示9   2項分布の確率と尤度

π=0.35 と π=0.5 では，π=0.35の方

が可能性が高いと考えられるであろう．
『どちらの可能性が高いか』を『どち
らの方が尤もらしいか』と言い換え，
この確率を尤もらしさを表す量として
利用するときに，この値を尤度
(Likelihood) と呼ぶ．
確率は π を固定して f によって変化す
る量であるが，尤度は f/n を固定して
π によって変化する量である．

(グリーン本 p.145, 表3.1.14)
尤

度

π

f = 3

変化させる量を考えると，確率は f=0～10 の
整数なので確率のグラフは p.23で示したよう
な棒グラフ (右に再録) になる．
一方，尤度は π =0～1の間の任意の値である

から上記のような滑らかな曲線となる．
この曲線を尤度曲線と呼ぶ．

25

(8) 最尤法
表示9   2項分布の確率と尤度

π

尤度曲線が提示されたとき，π につい

てどのように考えるだろうか？
おそらく誰でも，尤度曲線の最高点に
対する π の可能性 (尤度) が最も高い，

と判断するでしょう．
このような考え方が
最尤法 (Maximum Likelihood Method) 
である．
今回の例では，π の最尤解は π=0.30 
となる．
この値は p=f/n=0.3と一致する．

ここの値が
最尤推定値

(グリーン本 p.145, 表3.1.14)

尤
度

26

従って，統計の教科書では π を推定する方法として最尤法を取り上げる必要がな

いため，多くの教科書では最尤法が取り上げられていない．
しかし，次に示す場合には尤度の考えが必須となる．

15
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表示10   副作用の発生比率 (グリーン本 p.221, 表4.2.1, 改変)

前のシートでは尤度曲線の最大値
が最尤解となる．

今回は 6 つの観測値があるので，

各観測点について尤度曲線を求め
る必要がある．

総合化の具体的方法とパラメータの推定方法は後半で取りあげる．

左のグラフでは ln(dose)=1.2 の点
について尤度曲線 (青)が描かれて

いる．

赤線 が ln(dose)=1.2と交わる位置

の尤度をピンク線で表示する．

同様の尤度が 6個定義される．

この 6 個の尤度を総合して最大に
なるようにロジスティック曲線 (赤
線) を引く (パラメータを決める)．

28

(9) まとめ
・ロジスティック回帰分析を学習する準備として，ロジスティック曲線

について説明した．
ロジスティック曲線は薬理学の分野で利用されるEmaxモデル．受容体
結合実験，酵素反応速度論で用いられる式と同質のものであり，Excel
のソルバーを使用した非線形最小二乗法によりパラメータを計算する
方法を説明した．

・薬物を動物に投与して副作用が生じたかどうか，を考える場合，副作
用の生じた匹数は整数しかとらないのでその分布は2項分布となる．

・2項分布の特徴，確率，尤度について説明し，最尤法の考え方について

紹介した．

・ロジスティック曲線のあてはめ，2項分布，最尤法はロジスティック回

帰分析を学習するための基礎となる考え方である．
今回の説明だけではなく，グリーン本 第3部を熟読して理解に努めて

ほしい．

16
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じっくり勉強すれば身につく
統計解析入門

ロジスティック回帰分析（後半）

杉本 典子

1

発表内容（後半）

2

・ロジスティック回帰分析について

・誤差の構造

・ロジスティック回帰分析

事例

↓

Excelでの解析方法

↓

逆推定

・ロジスティック回帰分析の応用

19
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ロジスティック回帰分析について

前半：

yが量的変数の場合に「ロジスティック曲線のあてはめ」の

方法を説明

後半：

yが質的変数（２値データ）である場合にロジスティク曲線を

あてはめる方法を取り上げる。

これをロジスティック回帰分析と呼ぶ

（ロジスティックと聞くと統計担当者は「ロジスティック回帰分析」が思い浮かぶ）

b

x
x

y
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
501

1

4

＜誤差構造が異なるとは？＞

観測値yが量的変数の場合、
誤差はxによらず正規分布に従うと仮定．

でも今回の解析したいデータは結果が2値なので
y：割合となり2項分布に従う．

✔ 2項分布は離散分布。分布は非対称で分散は異なる

誤差の構造（前半の復習）

ロジスティック回帰分析（2値データ）では
解析方法は最尤法が用いられる．

20
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＜誤差構造の違いをグラフでイメージをつけましょう＞

・ロジスティック曲線
・正規分布の誤差構造

縦軸：発生率（２項分布）

・2項分布が
それぞれのｘに対して
存在する

縦軸：量的変数（正規分布）

ロジスティック回帰分析

6

• 前半のプレゼンのデータをこれから解析してみましょう

つまり、用量反応関係を示す2値データに対し

ロジスティック曲線を当てはめて、具体的な解析方法を示します

21
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x ：各投与量毎に10匹の動物に投与
ｆ ：副作用の見られた動物の数
横軸：投与量 x の対数目盛り(X) 
縦軸：副作用の発生率
p = f / n を取ってプロットすると右のグラフの◆の点が得られる．

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.0 10.0

p

ｘ

プロットから判断して、S字曲線（ロジスティック曲線）が

あてはまりそう．（赤線）

事例（解析するデータ）

8

最尤法
計算は最尤法を用いる

・最尤法は

2 項分布で実測されたデータから得られる

尤度が全体として最大になるようパラメータを決定

・全体としての最大とは

＝各水準 の尤度の積を最大ということで定式化
＜全体として最大とはどう求める？＞

確率の場合：サイコロを振って1 回目は1 が，2 回
目は5以上がでる確率は1/6×2/6=2/36

複合した事象の起こる確率は各事象の起こる確
率の積になる

⇒この考えを尤度にも適用することができ、それ
ぞれの尤度の積を全体としての尤度として最大に
なるようにパラメータを決める

（前半 P26）

22
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最尤法

・「積を最大」とは「対数を取って合計を最大」と同じ
（数値計算的に桁落ち、丸めを防ぐにも和のほうがいい。

→0.000…. .は大変です。）

・－１をかける → 最大化する代りに最小化
（便宜的な方法でグリーン本ではマイナスをかけています）

・2 倍しておくと検定に便利（ちなみに対数は自然対数）

最尤法は本来、確率の積を最大化すればいい

→積のままだと計算がマイナス１００乗とか・・・大変！

→マイナスしたり2倍したり様々な計算方法が本によって

ありますが、本質をおさえておきましょう

10

Excelで計算してみましょう！

①データ表を用意、 出現率の計算 （前半と同じ）

23
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初期値の入力（これも前半と同じ）

出現率のプロットとphatの曲線を重ねたグラフ

✓パラメータを変化させ、曲線がプロット点の近くを通るように初期値を決める

②phatの計算 （前半と違うのはymax=1、パラメータ減）

b

x
x

y
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
501

1
前半↓

12

③最尤法を使う
✓Binomdist関数を利用して尤度を計算

✓最尤法は尤度の積を最大

尤度（２項分布：BINOMDIST(f，n，X, FALSE)）

各観測点分、尤度を計算する

尤度はphatに対する値でf/nに対する値ではない

24
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④ソルバーで解を求める

前に説明したように

尤度の対数を最大にする

－２倍×自然対数尤度を

とる

↓

前半：最小2乗法では残差
の2乗和Sが最小となるパ

ラメータを決めた

ここでは－２×対数尤度

の合計（L で表す）とする。

最尤法の準備ができた

従来の薬剤との違いの検定

14

従来の薬剤 ： X50 = 2.2

検討中の薬剤 ： X50 = 1.837

検討中の薬剤は少ない投与量でπ= 0:5 の効果が得られる．

⇒この違いが統計的に有意かどうかを確かめたい．

・最尤法の計算表で可能

パラメータの値をX50 = 2.2を入力

Lを最大にするパラメータをソルバーで求める時に

変化させるセルからX50を除く

⇒ 得られた解 L = 16.049 

元の解（検討中の薬剤） L = 11.246 と比べて4.803 大きい

つまり、 X50 = 2.2（従来の薬剤）と元の解（検討中の薬剤） の

のときの尤度の全体の大きさの差

25
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✔通常の最小2 乗法

残差の平方和Sの差が残差の平均平方の何倍かを求め，

それがF分布に従うことを利用して検定

✔最尤法

-2×対数尤度の和（L）の差が

自由度が1のカイ2 乗分布に従うことを利用。

この利用のために，対数尤度の－2倍をとる

自由度が1のカイ2乗分布の上側5%点は3.841

上に求めたLの差（ 従来の薬剤と検討中の薬剤の差）
4.803 は3.841よりも大きくα=0.05で有意である

⇒検討中の薬剤の効果が有意だと考える

16

逆推定（方法１）

出現率（副作用発生率） がp0%になる場合の

ｘを知りたい場合 → 毒性等の考察で利用

・計算表の1行を下の空欄にphatを１つコピー

・phatが希望の％になるxをソルバーやゴールシークで

簡単に求められます（実際にやってみます）

←40%のxが知りたい場合

26
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出現率（副作用発生率）ｐがp0%になる場合のｘの推定値
(xhat)をモデル式のパラメータとして求めたい場合

＜直接 xpを求めるモデル式＞

bb

b

b xx
x

x
x

y
50501

1
+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
からx50をxpで置き換え

x= xpのときy=pとなる式を解けばよい

b
p

x
x

p
p

y

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+

=
11

1

逆推定（方法２）

p
p

p

p
py =

−+
=

−
+

=
1111

1

18

Excelで計算してみましょう！

①Xhatの計算に

先ほどのX50で

利用した式を

コピーします

②

p0用のセルを準備

X50 → xp

に変更。

phatの式を↓

b
p

x
x

p
p

y

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+

=
11

1

27

第2期 医薬安全研 第11回定例会 2012年10月27日   ロジスティック回帰（後半）： 杉本 典子



19

③逆推定（方法１）と作成した計算式が一致すればOK

④今作成したExcelを使って

p0=0.3のときのx0.3を逆推定してみましょう！

理解のためにぜひ一度自分で試してみてください。サイエ
ンティストのダウンロードExcelが役に立つと思います。

20

＜p の変化範囲が限られている場合＞

発現率ｐの変化範囲が0‐1の場合以外もできる

ロジスティック回帰分析の応用

発現率下限≠0の場合

下限=0.3の例

発現率上限≠1の場合

上限 =0.8の例

✔ 上下限がある場合の一般式：拡張されたロジスティック回帰モデル

b
p

x
x

p
p

pppp

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝
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11

0
0
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＜効力比＞

薬剤Bをx投与した時の効果は薬剤Aをcx投与した時の効果に等しい

b

x
x

p
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
501

1
薬剤A 薬剤B

b

cx
x

p
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
501

1
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効力比ｃはソルバーで解ける

２つの薬剤に差がないという帰無仮説H0:c=1の場合

－２×対数尤度との差から帰無仮説が検証できる
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補足：グリーン本では・・・

グリーン本 第3部 4章の話は

の式をベースにストーリーが展開されています。

ダウンロードできるテキストも上記の式をもとに

Excelの計算がされています。

今日は b

x
x

yy
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
50

max

1
の式をベースに話をしているので

これからExeclで解析する方法はグリーン本と異なります。

後でグリーン本を参照される場合ご注意ください

24

• 用量反応関係を示す2 値データに対して，

ロジスティック曲線をあてはめる具体的な解析方法

を示した．（これがロジスティック回帰分析です）

• 逆推定の方法（直接 xpを求めるモデル式を含め）

を示した

・ロジスティック回帰の応用事例を紹介

まとめ
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セミナー、打ち合わせを通して

日々有益なご意見をいただいております

JMPセミナー講師の皆様

ありがとうございました．心より感謝申し上げます．

謝辞
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出現率、全体の確率とロジスティック回帰式の関係を見るためのグラフ

p0 0.5

x f n f/n phat 尤度 -2×対数尤度 phat -2×対数尤度
1.0 0 10 0.0 0.048 0.611 0.986 0.048 0.986
1.3 2 10 0.2 0.155 0.281 2.540 0.155 2.540
1.8 5 10 0.5 0.475 0.243 2.829 0.475 2.829
2.4 8 10 0.8 0.788 0.301 2.404 0.788 2.404
3.3 9 10 0.9 0.947 0.326 2.242 0.947 2.242
4.5 10 10 1.0 0.988 0.885 0.245 0.988 0.245
1.84 0.500

x50 1.8372 xp 1.8372
b 4.9079 b 4.9079
L 11.2460 L 11.2460

最小↑
全体 34 60 0.567 51.2171

カイ2乗 39.9712
T4: =1/(1+EXP(-($U$11+$U$12*LOG(Q4))))
U4: =-2*LN(BINOMDIST(R4,S4,T4,FALSE))
V4: =1/(1+EXP(-W$12*(LOG(Q4)-LOG(W$11))))
U15: {=SUM(-2*LN(BINOMDIST(R4:R9,S4:S9,T15,FALSE)))}
U16: =U15-U13

0.0
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
50

max

1

phatが希望するp0になるｘをゴールシーク

phatが0.5になるxをソルバーかゴールシークで求
める方
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